Mathématiques 3 (L2) - Quelques exercices supplémentaires 


INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES 


§ 1. — Calcul d’intégrales généralisées par primitivation 

§2. — Nature d’intégrales généralisées] . 

§ 3. —Exercices complémentaires (plus difficiles) . . . 
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§ 1. — Calcul d’intégrales généralisées par primitivation 


Exercice 1.1. Convergence et calcul des intégrales suivantes. 


(i) 

r*+00 

/ e~ x dx. 

J 0 

(iv) 

r°° dx 

(vii) 

r+oo ^arctanx 

i-oo 1 + X 2 

Jo 1 + x 2 

(ii) 

r°° dx 

(V) 

r*+00 

/ xe x " dx. 

Jo 

(viiï) 

r°° dx 

il -* 2 ’ 

J 2 x 2 -r 

(iii) 

f 1 dx 

(vi) 

r+OO 

1 vs>~ X 

(ix) 

cosx 

J 0 V* 

I xc 

Jo 

Jo Vsinx 

On rappelle que arctanA 

A- 

-> ^ et arctanA —» -f. 

■*+oc - A—*-oo 




dx. 


Corrigé de l’exercice 1.1. 

(i) Posons /(x) = e~ x . La fonction / est continue sur [0 ; +oo[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +oc. Si 
A > 0, on a 

-A 

L 


/ 


e~ x dx = = l-e 


-A 


donc l’intégrale est convergente et 


1 


A— >+oo 
+oo 

—x 


e x dx = 1 . 


(ii) Posons /(x) = La fonction/est continue sur [1 ;+oo[ donc pour étudier la convergence 
de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +oc. Si A > 1, 
on a 

1 

= 1 - 7 -> 1 , 

A A—>+oo 


r A dx 

i 

ii * 2 

x 
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donc l’intégrale est convergente et 


dx 


= 1. 


(iii) Posons f(x ) = ^. La fonction / est continue sur ]0 ; 1] donc pour étudier la convergence 
de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de 0. Si 0 < s < 1, 
on a 

f‘-p= [2V*] 1 = 2 - 2Vë —> 2, 

Js V* L Jfi 


donc l’intégrale est convergente et 


P 1 d.x 

J 0 yfx 


2 . 


(iv) Posons f(x) = j^ 2 . La fonction / est continue sur ]-oc ; +oc[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de +oc et de 
- 00 . Si A > 0 > B, on a 

r A dx 

J B 


n 


1 + x 


- [arctanv]^ = arctanA - arctanÆ —> L - arctanÆ 

À—>+00 2 


5 —>+00 


7T / 7T\ 

2 _ v 2) 


■ n. 


/ +00 

- 

-co ^ 


d.x 




= n. 


(v) Posons f(x) = xe~ x ~. La fonction / est continue sur [0 ; +oc[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de -foc. Soit 
A > 0 ; puisque /(.x) = xe~^ est de la forme - \u'e u , elle se primitive en -\e u et donc : 

1 _ 1 _ A 2 ^ 1 
2 2 A—>+00 2 


rA 

/ -v 2 

1 _^2 

/ xe 

-~e x 

Jo 

2 


5 1 

xe dx - 


donc l’intégrale est convergente et J _ 

(vt) Posons /(.x) = ,xe~L La fonction / est continue sur [0 ; + 00 [ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de + 00 . Soit 
A > 0 ; pour calculer f Q A xe~ x , on fait une intégration par parties en dérivant v et en inté¬ 
grant e~ x : 

rA rA 

/ xe~ x = [-xe~ x ]g + / e~ x dx =-Ae~ A + [s~ x ]q =-Ae~ A - e~ A + l —> 1, 

J 0 J 0 A—»+oo 


donc l’intégrale est convergente et 

Jo 

(vii) Posons f(x) 


xe~ x = 1. 


La fonction / est continue sur [0 ; +oo[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de -foc. Soit 


A > 0. Puisque f(x) est de la forme iïe u elle se primitive en e u : 


rA arctan x ^ 

/ _dx = \e arctanx 1 - 

Jo 1+* 2 ' 1 Jo 

donc l’intégrale est convergente et 

Jo 


- 1 —> e 

A —>+00 


a/2 


- 1 , 


+00 ^arctan* 


1 + X 2 


dx 




1. 


2 



(viii) Posons f(x) = -y-j-, La fonction / est continue sur [2 ; +oo[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au voisinage de + 00 . Soit 
A > 0. Décomposons f(x) sous la forme ^ : 


A u 
+ 


1 A(x - 1) + p(x + 1) 


x 2 - 1 X + 1 x - 1 


x 2 - 1 


1 


x 2 - 1 

(A + p) + (p - d) 


x 2 - 1 


x 2 - 1 


A + fi — 0 
[// - A = 1 

1 1 
A = ~2 et ^ = 2 ’ 


|^ = -d 
2/1 = -1 


et donc -y-: = \ -L - i -4 

x z -l 2 jc— 1 2 x+ 


Y ; par suite : 


r A dx 1 r A dx 1 r A dx i n , lnA i n , lnA 

l —1 = 2J 2 —ni m = 2 n ^ -12- 2 n * +12 


= i(ln(A - 1) - ln 1) - ^(ln(A + 1) - ln 3) = ^ ln J- + ^ ln 3 


^ ln 3, 

A—>+oo 2 


car 


A-l 


L 


.,, = ^-4 —> 1 donc ln 7-7 —> ln 1 = 0. Par suite, l’intégrale converge et 

A+l 1 + i A-^+oo A+1 A-^+oo b b 

+ °° dx _ 1 , 

,2 A 2 - 1 2 ln 

(ijc) Posons f(x) = ^|=. La fonction / est continue sur ]0 ; |] (car sin a; > 0 sur ]0 ; |[) donc 
pour étudier la convergence de l’intégrale, il suffit de se préoccuper du comportement au 
voisinage de 0. Soit 0 < s < La fonction / est de la forme 4 avec u(x) - sin a donc se 

primitive en 2 sjü \ 

r cosa^ ^ _ hVsin x] 1 = 2 A /sin \ - 2Vsin s = 2 - 2Vsin s 

J e Vsîiîx L is > 4 V ' 

91/4 

= 2 x —— - 2Vsin s = 2 3/4 - 2Vsin s -a 2 3/4 , 

2 1/2 ê-»o 


donc l’intégrale est convergente et 


/; 


cos a; 


Vsï 


(Le = 2 3/4 . 


an a: 


§2. — Nature d’intégrales généralisées 


Exercice 2.1. Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra primitiver les fonctions. 

r ., r°°àx A .... r°° dx A ..... r°° XA x r° dx 

( 1 ) / — dx. (n) / — dx. (m) / e dx. (iv) / -— dx. 

J 0 x 2 J o Jo J-i jc(jc + 2) 
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Corrigé de l’exercice 2.1. 

(0 Posons f(x ) = \. La fonction / est continue sur ]0 ; +oo[ donc pour étudier la convergence 
de l’intégrale, il faut s’intéresser au comportement au voisinage de 0 et de +oc. Si 0 < s < 
A, on a 



1 1 

s A £—>o 


+oo, 


donc l’intégrale est divergente. 

Autre méthode. — C’est une intégrale de Riemann f ^ avec a qui n’est pas < 1, donc 
il y a divergence de l’intégrale au voisinage de 0. L’intégrale / () ' °° H d.ï n’est donc pas 
convergente. 

( ii ) Posons f(x ) = ^. La fonction / est continue sur ]0 ; +oo[ donc pour étudier la conver¬ 
gence de l’intégrale, il faut s’intéresser au comportement au voisinage de 0 et de +oo. Si 
0 < s < A, on a 



\l-\fx\ = 2VÂ - 2y[s —> 

L Je A—»+oo 


+OO 


donc l’intégrale est divergente. 

Autre méthode. — C’est une intégrale de Riemann / avec a qui n’est pas > 1, donc 
il y a divergence de l’intégrale au voisinage de + 00 . L’intégrale dx n’est donc pas 

convergente. 

( iii ) Posons f{x) = e x . La fonction / est continue sur M donc sur [0; +cxd[. Pour étudier la 
convergence de l’intégrale, il suffit donc de regarder le comportement au voisinage de 
l’infini. Si A > 0, 


f 


e x dx = [e x ]n = e 


1 —> + 00 , 

A —>+00 


donc l’intégrale 
(iv) Posons f(x) 


f 


e x dx diverge. 


-^ry La fonction / est continue sur M \ {-2,0} donc sur [-1 ;0[. Pour 
étudier la convergence de l’intégrale, il suffit donc de regarder ce qui se passe au voisinage 
de 0. Si -1 < e < 0, on doit étudier 



dx 

x(x + 2 ) 


Cherchons A et /u tels que = 2 + ; 


1 A /i 

- — — "b - 

x(x + 2 ) x x + 2 


1 A(x + 2 ) + jux 
x(x + 2 ) x(x + 2 ) 


(/I + )i)x + 2A 
x(x + 2 ) 


ÏA+/u = 0 1 1 

y A = - et /j = 

[2A = 1 2 ^ 2 
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Ainsi ’ ^2) = ; + ^2 et donc : 


r dx _ i r- r 

J ~i X(x + 2 ) 2 J _i X 2 J_! 


^ = i[lnWK 1 -i[l„k + 2| ]!, 


-(ln |e| - ln 1) - -(ln |e + 2| - ln 1) = - ln |e| - - ln |e + 2| —> -oc, 
2 2 2 2 £->o 


donc l’intégrale 


/: 


dx 


_[ x(x + 2) 


dx diverge. 


Autre méthode. — Si — 1 < x < 0, on a 1 < x + 2 < 2 d’où ^ < 1 et donc 


1 


x(x + 2) 


> 


1 1 

2\x\ 


Puisque l’intégrale f° l ^ est divergente (c’est une intégrale de Riemann), on en déduit que 

/-i 


0 dx 


x(x+2) 


diverge par comparaison 


Exercice 2.2. Déterminer la nature des intégrales suivantes. On pourra comparer à des inté¬ 
grales de références. 


(0 

(») 


s; 

/: 


1 - COS X 


dx. 


cos x 


sfx 


dx. 


(iii) 

(iv) 


I 

1 


+0 ° x 2 


x 17 / 5 + 1 

1 x 2 + 1 J 
-dx. 

x 




Corrigé de l’exercice 2.2. 

(i) Posons /(x) = 1 ~ c ° sx . Cette fonction est continue sur M* donc sur [1 ; +oo[. Pour étudier 
la convergence de l’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de 
l’infini. On a, puisque |cos x| < 1, 


1 - cos x 


x z 


Il -cosx] 1 + |cosx| 2 
< - - - < -!-1 < — 


2 ’ 


avec f 00 H convergente (c’est une intégrale de Riemann f+°° ^ avec a = 2 > 1), donc, 
par comparaison, f+°° 1 ~ c f sx dx est convergente. 

(ii) Posons /(x) = La fonction / est continue sur ]0 ; +oo[ donc sur ]0 ; 1]. Pour étudier 

yx 

la convergence de l’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de 0. 
On a, puisque Icos x| < 1, 


cos x |cos x] 1 

- < 1 - 1 < — , 

y[x y[x ypc 

avec fj 4= convergente (c’est une intégrale de Riemann — avec a = ^ < 1), donc, par 
comparaison, f Q ^ dx est convergente. 
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(iii) Posons f(x) = 17 ^ t . Cette fonction est continue sur ]0 ; +oc[ (si x > 0, on a x 11/5 + 1 > 1 
donc le dénominateur ne s’annule jamais). Pour étudier la convergence de l’intégrale, il 
suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de +oo. On a, puisque x 17/5 + 1 > x l7/5 . 


î 


x l7 ' 5 +l 


< 


f 17/5 


, et donc 


X 1V5 + l 


< 


x iV5 + ! - x n/s 


X 5 


¥-2 


12 _ 10 7/5 > 

X 5 5 X 1 


avec / 1 + °° ^ 7 = convergente (c’est une intégrale de Riemann fj ^ avec 
comparaison, l’intégrale 


a 


\ > 1 ) donc, par 


Jo dx converge. 

(iv) Posons f(x) = Cette fonction est continue sur M* donc sur ]0; 1]. Pour étudier la 
convergence de l’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de 0. On 
a 1 < x 2 + 1 < 2 , donc 

x 2 + 1 


x 2 + 1 1 

- > -, 

X X 

I 

avec / (| ' ^ divergente (c’est une intégrale de Riemann ^ avec a = 1 qui n’est pas < 1) 
donc, par comparaison, l’intégrale f ( ' dx diverge. 

(v) Posons f(x) = y- Cette fonction est continue sur M* donc sur ]0 ; 1], Pour étudier la 
convergence de l’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de 0 . 
Lorsque 0 < x < 1, on a 1 < e x < e et donc 


e x 1 
— > -, 
x x 


avec / (| ' y divergente (c’est une intégrale de Riemann ^ avec a = 1 qui n’est pas < 1) 

rl v 

donc, par comparaison, l’intégrale J () ^ d.ï diverge. 

(vi) Posons f(x) = Cette fonction est continue sur M* donc sur ]-oo ; -1]. Pour étudier la 
convergence de l’intégrale, il suffit donc d’étudier le comportement au voisinage de -oo. 
Puisque -1 < cos x < 1, on a e~ l < e cos x < e et donc 




> 


l-^l \M ’ 


avec / y divergente (c’est une intégrale de Riemann f ^ avec a = 1 qui n’est pas 
> 1 ) donc, par comparaison, l’intégrale f_ l œ dx diverge. 


§3. — Exercices complémentaires (plus difficiles) 


Exercice 3.1. 

f +0 ° x 2 

(i) Montrer que / —— dv converge. 

J o (l+x 2 ) 2 

(ii) En faisant le changement de variable x = tan 0, calculer l’intégrale précédente. On rap- 
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pelle que sin 2 9 = 2(1 - cos(2#)) et lim A -^ + oo arctan A = 

Corrigé de l’exercice 3.1. 

2 

(0 Posons f(x) = . T . 2 2 . La fonction / est définie et continue sur [0;+oo[ donc le seul 

(^l+A ) 

problème possible est au voisinage de +oc. Puisque x 2 < x 2 + 1, on a : 


V.^0, l/( ,)| S _ = - = - 

Comme / 0 + °° converge, on en déduit, par comparaison, que f c 
lement. 


o a+A- 2 ) 2 


dx converge éga¬ 


la) Soit A > 0. Faisons le changement de variable x = tan 0 dans l’intégrale f Q 


f A A 2 
0 (1+A 2 ) 2 


Comme on l’a déjà vu, / est continue sur i = [0 ; +oo[. La fonction <p:6 i-» tan# est C 1 
sur [0 ; ?[ avec (p'(9 ) = 1 + tan 2 9 et prend ses valeurs dans I = [0 ; +oo[. Finalement, on a 
</?(0) = 0 et </?(arctan A) = A. Toutes les hypothèses du théorème de changement de variable 
sont donc vérifiées : 


1 cîT w ix= L mix= L 

farctan A ^2 

J o (1 + <p(6 

r ctanA tan 2 1 
J o (1 + tan 

r arctan A tan 2 g 

J o 1 + tan 2 


/ o ( 1+^) 2 ) 2 
r ctanA tan 2 9 




(fi'(6) de 


(1 + tan 2 9) 


r (l +tan 2 6) d6 


tan 2 9 


Puisque 1 + tan 2 9 = —4-^ et tan 2 9 


+ tan- 9 

_ sin 2 8 tan 2 8 

cos 2 8 ’ 1+tan 2 8 


sin' 9 et donc : 


lo ( 1 +x 2 ) 2 


sin' 9 d9 


= \ 6 sin ( 20 ) 


(1 -cos(2#))d# 


1 / 1 \ 

- I arctan A - - sin(2 arctan A) I. 


On fait maintenant A —> + 00 , ce qui donne, puisque arctan A —> f et sin^ = 0 : 

f * nsa àx -> sin(;r)) = j. 

J o (1 + x 2 y a—»+ oo 2 \2 2 ) 4 
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(iii) En déduire la valeur de l’intégrale. 


Corrigé de l’exercice 3.2. 

(i) Posons /(a) = La fonction / est définie et continue sur ]1 ; +oc[ donc sur [2 ; +oo[. 
Pour étudier la convergence de l’intégrale, il suffit donc de se préoccuper du comportement 
au voisinage de +oo. 

L’idée pour majorer -Xy est d’écrire yf yXy cl de montrer que yXy est borné. Pour cela, on 
écrit 

x 4 _ x 4 - 1 + 1 1 

A' 4 - 1 X 4 ~l + X 4 - 1 ’ 

avec 

a; > 2 x 4 > 2 4 = 4 2 = 16 => a 4 - 1 > 15 => —— < -î-, 

a 4 - 1 15 

et donc : 

a 4 116 

-< 1 + — = —. 

a 4 - 1 - 15 15 

Ainsi, 


4a 


A 4 - 1 

+oo dx 


4a 


4a 


4 16 

< — x 


32 1 

15 a 3 ’ 


A 4 - 1 A 4 A 4 - 1 A 3 15 

avec /j +0 ° X convergente (c’est une intégrale de Riemann f t ' °° ^ avec a = 3 > 1), donc, 
par comparaison, l’intégrale est convergente. 

(ii) On a, puisque (a - 1)(a + 1) = a 2 - 1 et (a 2 + 1)(a 2 - 1) = a 4 + 1 : 


2a 1 1 

+-+ 


A 2 + 1 


1 A + 1 A 2 + 1 


2a A+l+A-1 
+ - 


1 


2a 2a 

+ - 


A 2 + 1 


1 


-2a(a 2 - 1) + 2a(a 2 + 1) 


4a 


(iii) Soit A > 2 ; on a : 

-A 




c 4 - 1 

a 4 - r 

A dA 

r A d.v , 

-- d.v + 

/ -- d.v 


A + 1 


A - 1 

Les deux dernières intégrales se primitivent directement ; la première intégrale est du type 
/ ^ avec u( a) = a 2 + 1 donc se primitive en ln \u\. Par conséquent : 

~ A _4a 

èT 


r-. 


—j-dA = - [ln |a 2 + l|] 2 + [ln |a - 1|] A + [ln|A+ 1|] A 

= - ln(A 2 + 1) + ln 5 + ln(A + 1) - ln 1 + ln(A - 1) - ln 3 
(A + 1XA-1) ,5 , A 2 -l 5 5 

A 2 + 1 3 A 2 +1 3 a—>+ oo 3 


2 1 — 2 

vu que TÉ-!- = — - 4 - —> 1 et donc —> 0. Par suite : 

A-+1 1+-^ A ^ +00 A-+1 a _ +qo 


/; 


X-dx = l„f. 
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